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摘 要：波达方向（direction of arrival，DOA）估计是阵列信号处理中的一个关键领域，而波达角（angle of 

arrival，AOA）则是其核心参数。将AOA估计作为主要研究目标，提高其在任意结构阵列中的准确性。通过

分析现有文献中关于任意结构阵列的系统模型，基于E-子空间理论，结合最大似然原理与Lloyd-like迭代算

法，提出了一种新的子空间逼近迭代算法。此外，为了降低计算复杂度，结合MUSIC算法，提出了基于

MUSIC峰值范围的迭代改进算法。最后，通过仿真验证了以上方法在毫米波信道估计中的有效性，相较于传

统的MUSIC算法性能显著提升。
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Abstract: Direction of arrival (DOA) estimation is a critical area in array signal processing, with angle of arrival 

(AOA) being its core parameter. AOA estimation was taken as the main research objective to enhance accuracy in ar‐

bitrary structured arrays. By analyzing the system models of arbitrary structured arrays in the existing literature, a new 

subspace approximation iterative algorithm was proposed based on E-subspace theory, combined with the maximum 

likelihood criterion and Lloyd-like iterative algorithm. Furthermore, to reduce computational complexity and improve 

angle estimation accuracy, an iterative improvement algorithm based on the MUSIC peak range was proposed in con‐

junction with the MUSIC algorithm. Finally, simulation results demonstrate the effectiveness of the proposed methods 

in millimeter-wave channel estimation, showing significant performance improvements compared to the traditional 

MUSIC algorithm.
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0　引言

阵列信号处理技术为精确定位、目标检测和

信号增强等任务提供了强有力的支持，在无线通

信、雷达、声纳等领域具有广泛的应用。其中，

波达方向（direction of arrival，DOA）估计[1-4]是

阵列信号处理中的一个关键领域。DOA估计的主

要目标是通过分析阵列信号接收到的数据特征，

确定信号源的空间方向。这种估计方法在不同的

文献和应用中也常被称为定向（direction finding，

DF） 估 计 或 空 间 谱 （spatial spectrum， SS）

估计。

DOA 估计的基本原理是利用阵列天线的多

个阵元在同一时刻接收到的信号相位差，推断

出信号的入射角度，即波达角（angle of arrival，

AOA）。波达角是描述信号来源方向的关键参数，

对于信号定位和跟踪等任务至关重要。

尽管波达角估计技术在阵列信号处理领域

已经取得诸多成果，但以往的研究大多集中于

特定的结构阵列，例如均匀线阵[5]、均匀圆

阵[6]，以及基于均匀线阵构建的二维[7-9]和三维

阵列[10-12]。然而，这些研究主要针对规则结构

阵列的 AOA 估计问题进行了深入探讨，对于

任意结构阵列的研究却相对较少。任意结构阵

列由于其不规则性和一般性，在实际应用中具

有更广泛的适用性，但也具有更大的挑战。

传统的AOA估计算法，如经典的MUSIC算

法[13]，理论上可以应用于任意结构阵列。

MUSIC算法依赖于信号子空间和噪声子空间的

正交性，只需确定阵元的位置和方向，通过在

空间角域内进行二维搜索，可以估计出信号的

入射角度。但在实际操作中，由于噪声的影响，

该算法的估计精度可能会受到显著限制，特别

是在低信噪比条件下。另一方面，任意结构阵

列缺乏规则的几何布局，使得一些适用于特定

阵列的高效 AOA 估计算法难以直接应用[14]。

例如，将实际阵列映射为具有范德蒙结构的虚

拟阵列的内插技术在任意结构阵列中并不

适用[15-16]。

鉴于上述问题，有必要对任意结构阵列的

AOA估计进行进一步研究。首先，基于现有文

献中提出的系统模型，对任意结构阵元的特性

进行深入分析。例如，文献[17]提出了关于任意

结构阵元的系统模型，以该模型为研究基础，为开

发新的AOA估计算法提供理论支持。文献[18]根

据 E-子空间原理，提出一种新的子空间逼近

方法，探讨其在任意结构阵列AOA估计中的应

用。该方法的核心在于研究子空间与AOA的关

系，基于最大似然（maximum likelihood，ML）

原理[19]和通过算法设计，实现对信号源方向的

精确估计。为了进一步简化算法并提高计算效

率，还可以引入Lloyd-like迭代算法[20]，通过不

断逼近最优解，有效地简化计算过程。最后，

通过选择合适的初始点和码本，并结合MUSIC

算法的优点，对上述子空间迭代逼近算法进行

改进，这种改进将有效提高AOA估计的精度和

计算效率。

1　任意结构阵元的信道模型及传统AOA估计

1.1　任意结构阵元的信道模型

阵列示意图如图 1所示，考虑一个由M个阵

元组成的阵列，且阵元在空间中的位置信息已

知。阵元的位置坐标为 (xmymzm )m = 12M。

假设有N个远场窄带信号入射到该阵列上，信号

的入射方向为 (θnφn )    n = 12N，其中，φn表

示信号源的仰角，满足0 ≤ φn ≤ π
2
，θn表示信号源

的方位角，满足 0 ≤ θn ≤ 2π。在时刻 t，第m个阵

元接收到的信号可以表示为：

zm (t)=∑
n=1

N

gmn sn (t-τmn )+wm (t)              m=12M

（1）
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其中，gmn 是第 m 个阵元对第 n 个信号的增益，

sn (t)是第 n个信号在时刻 t的波形，τmn 是第 n个

信号到达第m个阵元时相对于参考阵元的时延，

wm (t)是第m个阵元在时刻 t的噪声。假设阵元的

各向同性且所有通道的增益一致性完好，并忽

略阵列天线之间的电磁互耦等因素，那么可以

对增益参数进行归一化。因此，式（1）可以简

化为：

zm (t)=∑
n = 1

N

sn (t - τmn )+wm (t)              m = 12M（2）

在信号源是窄带的假设下，有：

sn (t - τ)» sn (t)e-jω0τ n = 12N （3）

利用这一约等式，并将M个阵元在特定时刻

接收到的信号排列成一个列向量，可得：
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将式（4）改写成式（5），得到信号的矢量

形式：

z(t)=As(t)+w(t) （5）

其中，z(t)=[z1 (t)z2 (t)zM (t)]T 为 M ´ 1 维接收

信号的列矢量，s(t)=[s1 (t)s2 (t)sN (t)]T为N ´ 1

维发送信号的列矢量， w(t)=[w1 (t)w2 (t) 

wM (t)]T 为 M ´ 1 维 噪 声 的 列 矢 量 ， A =

[a1a2aN ]为 M ´N 维的导向矢量矩阵。导向

矢量an是阵列对第n个信号的响应，定义为：

an =
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            n = 12N （6）

其中，ωn=2πc/λn为第n个窄带信号的中心角频率，

c为光速，λn为第n个窄带信号的工作波长；τmnm=

12M为第m个阵元对第 n个信号产生的时间

延迟。若假设坐标原点为零相位参考点，则：

τmn =
1
c

[ xm sin(φn )cos(θn )+ ym sin(φn )sin(θn )+ zm sin(φn )]
（7）

为了便于后续的数字信号处理，连续信号需

要离散化处理。对信号进行采样，采样时刻 k得

到的阵列的M ´ 1维快拍矢量可以表示为：

z(k)=As(k)+w(k)   k = 12K （8）

其中，K为总的采样数（也称为快拍数），z(k)为

M ´ 1维接收信号的列矢量，s(k)为N ´ 1维发送信

号的列矢量，n(k)为M ´ 1维噪声矢量，A为导向

矢量矩阵。

波达角（AOA）估计的目标是从接收到的信

号 z(1)z(2)z(k)中估计出信号源的方向参数，

即(φθ)=[(φ1θ1 )(φ2θ2 )(φNθN )]。

1.2　MUSIC算法

为了估计信号源的方向参数，常用的算法包

括 MUSIC（multiple signal classification）算法。

MUSIC算法基本思想是基于信号子空间与噪声子

空间正交的性质，通过构造空间谱函数并搜索其

峰值来确定信号的方向。

根据阵列接收的数据，首先计算数据的协方

差矩阵R。由于信号与噪声独立，协方差矩阵可

以分解为与信号和噪声相关的两部分。

φn

θn

�xm�ym�zm�

图1　阵列示意图
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R =E[zzH ]=RS +RW （9）

其中，RS是信号的协方差矩阵，RW是噪声的协

方差矩阵。

对协方差矩阵进行特征值分解，得到信号子

空间US和噪声子空间UN。较大的特征值对应的

特征向量构成信号子空间，较小的特征值对应的

特征向量构成噪声子空间。

理想条件下，信号子空间与噪声子空间正交，

即信号子空间中的导向矢量也与噪声子空间正交。

aH (θφ)UN = 0 （10）

但由于噪声的存在，式（10）并不完全成立。

实际上求AOA是以最小优化搜索实现的，即：

(θφ)MUSIC = arg min aH (θφ)ÛNÛ H
N a(θφ)（11）

所以，MUSIC算法的谱估计计算式为：

PMUSIC =
1

aH (θφ)ÛNÛ H
N a(θφ)

（12）

根据信号参数范围由式（12）进行谱峰搜索，

得出极大值点对应的角度就是波达角（AOA）。

2　子空间逼近

本节主要提出子空间逼近的方法，首先在第2.1节

探讨了子空间逼近的原理，然后在第 2.2节给出

了子空间逼近算法估计波达角的具体方式。

2.1　子空间逼近原理

本节主要探讨了子空间与波达角（AOA）之

间的关系，并且引入了最大似然（ML）原理和

Lloyd-like算法，以便在实际应用中有效地进行

波达角估计。

2.1.1　子空间与波达角（AOA）

为了从接收到的信号中准确估计信号源的方

向（即波达角），首先要探究子空间与AOA之间

的关系，为后续采用子空间逼近方法进行AOA

估计提供理论基础。

根据之前的信号模型描述，特别是式（6）

以及式（7）对于导向矢量 an的定义可知，导向

矢量 an 由波达角 (φnθn )决定，故 an 也可表示为

an (φnθn )，参考文献[18]，可以给出如下定义。

定义 1：在复欧几里得空间CN 中，称向量

an (φnθn )为导向矢量，如果一个子空间中存在一

组导向矢量作为此空间的基，则称此空间为导向子

空间[A]，记所有导向子空间[A]组成的集合为Λ。

根据上述定义，可知导向子空间 [A] 由

(φ1θ1 )(φ2θ2 )(φNθN ) 所 决 定 ， 记 为

ΑN [(φ1θ1 )(φ2θ2 )(φNθN )]，即：

ΑN [(φ1θ1 )(φ2θ2 )(φNθN )]=

span{a1 (φ1θ1 )a2 (φ2θ2 )aN (φNθN )}（13）

式（13）中，各导向矢量 an (φnθn )互不相

等，且 (φnθn )(n = 12N)作为一个整体其顺序

并不影响所生成的子空间[A]。因此，不妨以 φn

的角度大小为主，假设 0 ≤ φ1 ≤ φ2 ≤ ≤ φN，若

φi = φji < j，则其对应的方位角 θi < θj。故可定义

波达角的集合：

ΘN = {(φ1θ1 )(φ2θ2 )(φNθN )|0 ≤ φ1 ≤ φ2 ≤ ≤ φN ≤ π
2
φi = φji < jθi < θj} （14）

并定义 Γ是集合ΘN 到子空间[A]集合Λ的一

个映射：Γ:ΘN®Λ。可表示如下：

Γ(ΘN )=ΛN ((ΘN )) （15）

假设噪声部分为零，则式（8）可写成 z(k)=

As(k)，即：

z(k)= s1 (k)a1 + s2 (k)a2 + + sN (k)aN （16）

由 此 可 知 ， 向 量 z(k)k = 12K 处 于 由

{a1a2aN}所生成的子空间[A]中，即 z(k)Î[A]，

而参数N就是子空间[A]的维数，即N= dim ([A])。
将接收到的K组信号矢量排列成如下形式的

矩阵Z：

Z =[z(1) z(2)z(K)]M ´K  M <K （17）

结合上述结论，矩阵Z的每一列向量都处于

子空间[A]中，都可表示为式（16）的形式，即
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可表示成如下形式：

[ ]z(1) z(2)z(K) = [ ]a1a2aN
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（18）

从式（18）可以看出Z的列向量所生成的空

间和A的列向量所生成的空间一致，因此，Z的

列向量所生成的空间也是子空间[A]， 且根据导

向矢量an (φnθn )的定义及其线性独立性，可知集

合ΘN到子空间[A]集合Λ的映射是单射，即可以

由Z的列向量所生成的子空间[A]唯一确定一组波

达角(φ1θ1 )(φ2θ2 )(φNθN )。

总的来说，波达角ΘN决定子空间[A]，子空

间[A]也唯一确定波达角ΘN。因此，采用子空间

逼近的方法来估计波达角ΘN是合理的。

2.1.2　子空间距离的定义

为衡量子空间逼近的程度，需要定义一种度

量方式，用来衡量两个子空间之间的距离。

假设A和B为两个m ´ n维的矩阵，且m ≥ n；

[A]与[B]分别表示由A的列向量所生成的子空间

及由B的列向量所生成的子空间，子空间之间的

距离由dist ([A][B])表示。

参照文献[21]对于主角（principal angle）的

定义，先对矩阵A和B做处理，使其列向量单位

正交，例如，采用以下方法：令UA =A(AH A)-
1
2, 

UB =B (BH B)-
1
2，则U H

A UA =U H
B UB = In，且UA 的

列向量组成子空间[A]的一组标准正交基，而UB

的列向量组成子空间[B]的一组标准正交基。令

矩阵U H
A UBU H

B UA的对角化如下：

U H
A UBU H

B UA =UL DLU H
L （19）

其中，UL 为酉阵，而 DL = diag (d1d2dn )且
0 ≤ di ≤ 1， d1 ≥ d2 ≥ ≥ dn， 令 ϕi = arccos ( di )，

则 ϕi(i = 12n)为子空间 [A]和子空间 [B]之间

的主角。

基于主角的定义，下面给出两种方式来衡量

子空间之间的距离。

（1）Riemannian距离[22]

distR ([A][B])= ϕ2
1 + ϕ

2
2 + + ϕ2

n （20）

（2）Golub距离[23]

distG ([A][B]) = A(AH A)-1 AH-B(BH B)-1 BH

F
（21）

这两种距离衡量方式为评估子空间逼近的准

确性提供了有效的工具。在实际应用中，选择哪

种距离衡量方式，可以依据具体的场景需求和计

算复杂度来决定。

2.1.3　最大似然原理及Lloyd-like算法

基于上述对任意结构阵列波达角（AOA）估

计问题的分析，可以采用子空间逼近的方法来进

行波达角估计。这种方法的核心思想在于利用最

大似然（ML）原理来优化信号子空间的选择。

具体来说，确定子空间中的最优参数ΘN，即假

设接收到的信号数据构成的信号子空间是实际信

号子空间[A]，目标是找到一个最优的估计导向子

空间 [Â]，使其与实际信号子空间之间的距离最

小，从而使得估计角度集合 Θ̂N与真实角度ΘN相

等的概率最大化。通过最小化子空间[Â]与子空间

[A]的距离，可以有效地逼近真实的信号子空间，

从而精确地估计出波达角。其数学表示如下：

((φ̂1θ̂1 )(φ̂2θ̂2 )(φ̂Nθ̂N )) =
arg min

0 ≤ φ1 ≤ φ2 ≤⋯≤ φN≤ π
2

0 ≤ θ1 ≤ θ2 ≤⋯θN≤ 2π

dist(ÂA) （22）

其 中 ， (φ̂1θ̂1 )(φ̂2θ̂2 )(φ̂Nθ̂N ) 是 (φ1θ1 ) 

(φ2θ2 )(φNθN )的估计值。

对于上述最优化问题，理论上，最直接的解

决方案是采用全搜索方法。这种方法通过在整个

角度空间内进行全面的搜索，找到能够使得最优

化目标达到最小值的角度组合。具体而言，由于
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角度φ与θ被限制在有限空间0 ≤ φ ≤ π
2
、0 ≤ θ ≤ 2π

内，可以对这个有限空间进行穷举搜索，找到每

个信号源的最优波达角。

然而，随着信号源路径数N的增加，全搜索

的计算复杂度呈指数级增长。假设角度空间被离

散为M个可能的方向，那么对于N个信号源，全

搜索的计算复杂度为Ο(M N )。这种指数级增长不

仅导致运算时间大幅增加，还对计算资源提出了

极高的要求，使得全搜索方法在实际应用中难以

实施，特别是在需要实时处理的情况下。

为了解决全搜索方法在计算复杂度上的挑

战，可以采用 Lloyd-like 算法进行逐步搜索。

Lloyd-like算法原本是一种用于矢量量化的迭代

优化算法，在波达角估计问题中，可以通过逐步

优化来减少搜索空间，从而提高搜索效率。

Lloyd-like算法将数据按照一定的准则，划分为N个

较小的子集，并在这些子集内逐步进行优化搜

索。全搜索的表达式（22）转化为 Lloyd-like算

法逐步搜索的表达式（23）。

min
(φ̂Nθ̂N ) ( min

(φ̂N - 1θ̂N - 1 ) ( min
(φ̂1θ̂1 )

dist(ÂB)) ) （23）

如式（23）所示，整个角度空间划分为N 个

较小的子集，每个子集代表一个特定的角度范

围。在划分好的子集中，Lloyd-like算法逐步进

行搜索。在每次迭代中，只须在当前子集范围内

进行搜索，寻找使优化目标函数达到最小值的角

度组合。每次搜索后，将更新后的估计结果用于

下一轮迭代。在这个过程中，每次迭代后的估计

结果都会比之前更接近最优解。通过多次迭代，

Lloyd-like算法可以不断优化每个子集中的波达

角估计，最终得到全局的波达角估计值。

为了确保算法的有效性，通常设定一个收敛

判定标准。当两次迭代之间的优化结果变化量小

于预设的阈值时，算法停止迭代。通过这种迭代

优化过程，Lloyd-like算法能够在减少计算量的

同时，逐步逼近全局最优解，从而有效解决全搜

索计算复杂度高的问题。

2.2　子空间逼近算法

本节首先通过分析接收到的信号，确定待估

计的子空间。接着，确定码本和初始值的选择，

采用子空间逼近的方法，对波达角进行估计。

2.2.1　信号子空间的确定

假设已知信号源的数量N，即导向子空间[Â]

的维数已知。为确定子空间[A]，须求得该子空间

的一组标准正交基。标准正交基的准确性直接影

响波达角估计的精度，因此如何确定这一基集，

成为问题的核心。

在理想的无噪声环境中，假设接收数据矩阵

为Z，对应的信号子空间[A]通常由信号的导向矩

阵A和信号波形矩阵 S张成。即接收数据矩阵Z

可以表示为：

Z =AS （24）

在这种理想情况下，信号子空间[A]可以直

接通过Z的列空间来描述，并且通过对 Z进行分

解，可以直接得到标准正交基。

然而，在实际通信环境中，接收到的信号数

据矩阵Z不仅包含信号源的有效信号，还受到噪

声的干扰。此时，接收数据矩阵可以表示为：

Z =AS +W （25）

其中，W表示噪声矩阵。噪声的存在会影响对信

号子空间的估计，进而影响波达角估计的准确

性。为减少噪声对信号子空间估计的干扰，分别

采用奇异值分解（SVD）技术和协方差矩阵估计

的方法来提取信号子空间[A]的标准正交基。

（1）SVD技术

SVD[24-25]是一种矩阵分解方法，能够将接收

数据矩阵Z分解为3个部分，即：

Z =UZ DZV H
Z （26）

其中，UZ 为 M ´M 维的酉阵；DZ 为对角矩阵，

其对角元素为Z的奇异值；VZ为M ´K维的正交
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矩阵，满足V H
Z VZ = IM。通过 SVD分解，将接收

数据矩阵中的噪声部分与信号部分区分开来。具

体来说，DZ中的前N个较大的奇异值对应的向量

构成了信号子空间[A]，而较小的奇异值对应的向

量则主要代表噪声子空间。因此，通过选择前N个

奇异值对应的向量，可以得到信号子空间的标准

正交基。令U1=UZ(:1:N )，即U1是UZ中前N列，

把U1的列向量作为[A]中标准正交基。

（2）协方差矩阵估计

协方差矩阵是用于描述多个变量之间线性关

系的工具，而在阵列信号处理中，它则用于表示

接收信号之间的相关性。协方差矩阵 R 的定

义为：

R =E[zzH ] （27）

在实际应用中，由于不能直接获得期望值，

通常采用样本来近似估计协方差矩阵。根据统计

学的中心极限定理及大数定律，当样本数量趋近

于无穷大时，样本协方差矩阵将能够非常逼近在

该信道参数条件下，随机信号变量Z的真实协方

差矩阵。令
-
z =

1
T∑j = 1

T

zj为样本均值，则协方差矩

阵的样本估计值为：

R̂ =
1
T

(ZZ H - T
-
z
-
z

H
) （28）

考虑实际接收数据矩阵是有限长的，需要选

取足够大的样本数T，使得通过样本数据计算得

到的协方差矩阵准确地反映随机信号Z的内在统

计特性。

对协方差矩阵R进行特征值分解：

R =UR DRU H
R （29）

其中，UR为酉阵，其列向量为特征向量，DR为

对角矩阵，其对角元素为对应的特征值。信号子

空间的标准正交基由协方差矩阵对应于最大 N 个

特征值的特征向量构成。所以，根据特征值的大

小，选择特征值矩阵DR前N个最大特征值对应的

特征向量，构成信号子空间。令U2=UR (:1:N)，

把U2的列向量作为子空间[A]的标准正交基。

用上述两种方法估计角度的后续步骤相同，

为方便表述，两种去噪声方法得到的子空间[A]

标准正交基构成的子空间统称为子空间[U]。

2.2.2　角度估计

在确定需要估计的子空间 [U]之后，依据

第 2.1.2节的分析，Lloyd-like算法可以用于逐次

搜索，以迭代逼近子空间[U]，从而实现波达角

估计。为了确保算法的有效性和精确度，在进行

搜索之前，必须先确定初始值和码本的选择，这

两个步骤对于算法的收敛性和最终结果的准确性

至关重要。

首先，由于子空间[U]的生成不依赖于其内

部元素的排列顺序，这意味着在搜索初始阶段，

可以在预定义的角度范围内随机生成N组初始值

作为迭代的起点。这个步骤通过随机性为算法提

供了一个全局视角，增加了找到全局最优解的可

能性。

其次，码本的选择直接影响搜索精确度和最

终结果的准确性。码本是一组预定义的导向向

量，用于匹配接收信号以进行精确的方向估计。

在设计码本时，必须充分考虑波达角的实际取值

范围，并对这些范围进行合理的划分，以确保搜

索过程的细粒度和精度。具体来说，对于仰角φ，

其取值范围为 é
ë
êêêê ù

û
úúúú0

π
2

，将该范围等分为 N1 个点，

得到集合Ξφ=
é
ë
êêêê ù

û
úúúú0

1
N1


2

N1


N1-1
N1

×
π
2
，即仰角φ

对应的码本；对于方位角 θ，其取值范围为

[02π]，将该范围等分为N2 个点，得到集合Ξθ =

é
ë
êêêê ù

û
úúúú0

1
N2


2

N2


N2 - 1
N2

× 2π，即方位角 θ 对应的

码本。

在上述初始角度和码本的选定下，子空间逼

近迭代算法的主要思想是随机选取N个角度作为

迭代初始值，在每次迭代过程，针对第 n个角度
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(φnθn )进行优化时，固定剩下N-1个角度不变，

通过联合仰角φn对应的Ξφ码本和方位角 θn对应

的Ξθ码本，进行二维搜索，找到使得估计子空间

[Â]与被估计子空间 [U]距离最小的角度 (φ̂nθ̂n )，

经过循环迭代得到所求解的 (φ̂1θ̂1 )(φ̂2θ̂2 ) 

(φ̂Nθ̂N )。具体算法步骤如下。

算法1 子空间逼近迭代算法

输入：随机取( )φ̂(0)
1 θ̂ (0)

1 ( )φ̂(0)
2 θ̂ (0)

2 ( )φ̂(0)
N θ̂ (0)

N

作为迭代的初始角度，且设定迭代次数为D，仰

角φ的收敛阈值为Dφ，方位角θ的收敛阈值为Dθ。

步骤1：固定( )φ̂(0)
2 θ̂ (0)

2 ( )φ̂(0)
N θ̂ (0)

N  ，在仰角φ1

对应的Ξφ码本和方位角 θ1对应的Ξθ码本中二维

搜索，求(φ1θ1 )使得[Â]和[U]距离最小，即：

min
φ1ÎΞφθ1ÎΞθ

dist ( )Â( )(φ1θ1 )( )φ̂(0)
2 θ̂ (0)

2 ( )φ̂(0)
N θ̂ (0)

N U

（30）

得到第一次迭代的第一个角度的最优解，

记为( )φ̂(1)
1 θ̂

(1)
1 。

步骤2：固定( )φ̂(1)
1 θ̂

(1)
1 ( )φ̂(0)

3 θ̂ (0)
3 ( )φ̂(0)

N θ̂ (0)
N ，

同步骤1，在仰角φ2对应的Ξφ码本和方位角θ2对

应的Ξθ码本中二维搜索，求(φ2θ2 )使得[Â]和[U]

距离最小，即：

min
φ2ÎΞφθ2ÎΞθ

dist ( )Â( )( )φ̂(1)
1 θ̂

(1)
1 ( )φ2θ2 ( )φ̂(0)

N θ̂ (0)
N U

（31）

得到第一次迭代的第二个角度的最优解，

记为( )φ̂(1)
2 θ̂

(1)
2 。

重复以上步骤，直至N个估计角度都完成第一次迭

代 ， 即 得 到 ( )φ̂(1)θ̂(1) ={( )φ̂(1)
1 θ̂

(1)
1 ( )φ̂(1)

2 θ̂
(1)
2  

}( )φ̂(1)
N θ̂

(1)
N 。

步骤 3：将第一次迭代得到的估计角度

( )φ̂(1)θ̂(1) 作为第二次迭代的初始角度，重复步骤1

和 步 骤 2， 得 到 第 二 次 迭 代 的 最 终 角 度

为( )φ̂(2)θ̂(2) = { }( )φ̂(2)
1 θ̂ (2)

1 ( )φ̂(2)
2 θ̂ (2)

2 ( )φ̂(2)
N θ̂ (2)

N 。

步骤 4：重复步骤 3，当迭代次数 i达到设定

的 D 或者 |φ̂(i+ 1)- φ̂(i)|<Dφ & |θ̂(i+ 1)-θ(i)|<Dθ1≤ i≤
D- 1， 迭 代 结 束 ， 得 到 最 终 的 估 计 角

度( )φ̂(i)θ̂(i) = { }( )φ̂(i)
1 θ̂

(i)
1 ( )φ̂(i)

2 θ̂
(i)
2 ( )φ̂(i)

N θ̂
(i)
N 。

3　基于MUSIC峰值范围的迭代改进算法

子空间逼近迭代算法对方位角以及仰角进行

逐步搜索，能够在理论上保证波达角估计的精确

度。然而，需要同时确定仰角和方位角，搜索范

围是二维的，这导致码本搜索范围过大，并且在

初始角度是随机生成的情况下，算法往往需要经

过多次迭代才能趋近于真实的角度，因此算法效

率不高。对此，结合MUSIC算法，从初始值选

择和码本设计两个方面对子空间逼近算法进行

优化。

通过MUSIC算法进行峰值搜索时，利用信

号子空间与噪声子空间相互正交的原理，找到信

号的入射方向，称这种改进的算法为基于MUSIC

峰值范围的迭代改进算法。在此过程中，可以扩

大极大值的取值范围，作为子空间逼近方法的角

度搜索范围。这种方法用MUSIC算法初步估计

了角度范围之后，再用子空间迭代算法进行搜

索，相比MUSIC算法提高了精确度，相比子空

间迭代算法缩小了搜索范围，极大地提高了搜索

效率。

同样，进行迭代搜索之前，须先确定初始值

以及码本的选择。此时的初始值依旧选择随机生

成。而码本的选定，则根据MUSIC算法峰值搜

索，确定前 Q 个极大值对应的角度 (ψ̂Q ζ̂Q )=

[(ψ̂1ζ̂1 )(ψ̂2ζ̂2 )(ψ̂Qζ̂Q )]作为仰角φ和方位角 θ
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的联合码本。

在上述初始角度和码本的选定下，基于

MUSIC峰值范围的迭代改进算法的主要思想是先

利用MUSIC算法框定搜索范围，即取前Q个极

大 值 对 应 的 角 度 (ψ̂Q ζ̂Q )=[(ψ̂1ζ̂1 )(ψ̂2ζ̂2 ) 

(ψ̂Qζ̂Q )]，再进行子空间迭代搜索，随机选取 N

个角度作为迭代初始值，在迭代求第 n 个角度

(φnθn )时，固定剩下 N-1 个角度，在联合码本

(ψ̂Q ζ̂Q)中找到使得估计子空间[Â]与被估计子空

间[U]距离最小的角度(φ̂iθ̂i )，经过循环迭代得到

所求解的 (φ̂1θ̂1 )(φ̂2θ̂2 )(φ̂Nθ̂N )。具体算法步

骤如下。

算法 2 基于 MUSIC 峰值范围的迭代改进

算法

输入：：随机取( )φ̂(0)
1 θ̂ (0)

1 ( )φ̂(0)
2 θ̂ (0)

2 ( )φ̂(0)
N θ̂ (0)

N

作为迭代的初始角度，且设定迭代次数为D，仰

角φ的收敛阈值为Dφ，方位角θ的收敛阈值为Dθ。

步骤1：根据MUSIC算法的峰值搜索算法，取

前Q(Q>N)个极大值 (ψ̂Q ζ̂Q )=[(ψ̂1ζ̂1 )(ψ̂2ζ̂2 ) 

(ψ̂Qζ̂Q )]作为后续子空间逼近的联合码本。

步骤2：固定( )φ̂(0)
2 θ̂ (0)

2 ( )φ̂(0)
N θ̂ (0)

N ，在联合

码本 (ψ̂Q ζ̂Q )范围内求 (φ1θ1 )，使得 [Â]和 [U]距

离最小，即：

min
(φθ)Î ( )ψ̂Q ζ̂Q

dist ( )Â( )(φ1θ1 )( )φ̂(0)
2 θ̂ (0)

2 ( )φ̂(0)
N θ̂ (0)

N U

（32）

得到第一次迭代的第一个角度的最优解，

记为( )φ̂(1)
1 θ̂

(1)
1 。

步骤3：固定( )φ̂(1)
1 θ̂

(1)
1 ( )φ̂(0)

3 θ̂ (0)
3 ( )φ̂(0)

N θ̂ (0)
N ，

同步骤 2，在联合码本 (ψ̂Q ζ̂Q )范围内求 (φ2θ2 )，

使得[Â]和[U]距离最小，即：

min
(φθ)Î ( )ψζ

dist ( )Â( )( )φ̂(1)
1 θ̂

(1)
1 (φ2θ2 )( )φ̂(0)

N θ̂ (0)
N U

（33）

得到第一次迭代的第二个角度的最优解，

记为( )φ̂(1)
2 θ̂

(1)
2 。

重复以上步骤，直至 N 个估计角度都完成

第 一 次 迭 代 ， 即 得 到 ( )φ̂(1)θ̂(1) = ( )φ̂(1)
1 θ̂

(1)
1  

( )φ̂(1)
2 θ̂

(1)
2 ( )φ̂(1)

N θ̂
(1)
N 。

步骤 4：将第一次迭代得到的估计角度

( )φ̂(1)θ̂(1) 作为第二次迭代的初始角度，重复步骤2

和 步 骤 3， 得 到 第 二 次 迭 代 的 最 终 角 度

为( )φ̂(2)θ̂(2) = { }( )φ̂(2)
1 θ̂ (2)

1 ( )φ̂(2)
2 θ̂ (2)

2 ( )φ̂(2)
N θ̂ (2)

N 。

步骤 5：重复步骤 4，当迭代次数 i达到设定

的 D 或者 |φ̂(i+ 1)- φ̂(i)|<Dφ & |θ̂(i+ 1)-θ(i)|<Dθ1≤ i≤
D- 1，迭代结束，得到最终的估计角度( )φ̂(i)θ̂(i) =

{ }( )φ̂(i)
1 θ̂

(i)
1 ( )φ̂(i)

2 θ̂
(i)
2 ( )φ̂(i)

N θ̂
(i)
N 。

4　毫米波信道下的角度估计以及仿真

在前面的章节中，详细讨论了AOA估计的

基本问题以及从子空间的角度对该问题进行探

究。在此基础上，提出了子空间逼近迭代算法和

基于MUSIC峰值范围的迭代改进算法。

任意结构阵元的信道模型在第1节已经给出，

下面给出系统仿真的相关设定。为适用于所有天线

排布情况，符合任意结构阵列的设定，假定M个阵

元的位置坐标为 (xmymzm )m=12M，其中

xmÎ(-0.250.25)，ymÎ(-0.250.25)，zmÎ(-0.250.25)，

单位为 m，且 xm、ym、zm 在设定范围内随机选

取。同时为衡量角度估计的准确度，定义标准角

度误差如下：
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εφ = ( )||φ̂ -φ||
π/2

2

εθ = ( )||θ̂ - θ||
2π

2 （34）

信号源的方向参数 (φnθn )  n = 12N为随

机生成，其中仰角 φn 从区间 ( )0
π
2

中随机选取，

方位角 θn从区间 (02π)中随机选取。信号采用毫

米波的形式收发，噪声w服从均值为0、方差为1

的复高斯分布。

4.1　仿真结果

4.1.1　子空间逼近迭代算法

为了比较不同方法在不同信噪比条件下的波

达角（AOA）估计性能，本文基于两种导向子空

间估计方法和两种空间距离定义，将新提出的方

法分为四大类。具体而言，采用SVD技术进行子

空间估计且空间距离定义为Riemannian距离的方

法命名为UR方法；采用SVD技术进行子空间估

计且空间距离定义为Golub距离的方法命令为UG

方法；基于协方差矩阵进行子空间估计且空间距

离定义为Riemannian距离的方法命名为RR方法；

而基于协方差矩阵进行子空间估计且空间距离定

义为Golub距离的方法则命名为RG方法。

假设接收天线数M=6，路径数N=3（假设这

是已知的）。信噪比设置为{-12，-10，-8，-6，

-4，-2，0，2，4，6，8，10，12}，单位为 dB。

采样点数 K=200，仰角 φ角度量化点 N1 = 90，

对应的码本为 Ξφ =
é
ë
êêêê ù

û
úúúú0

1
90


2

90


89
90

×
π
2
，方位

角 θ 角度量化点 N2 = 360 对应的码本为 Ξθ =

é
ë
êêêê ù

û
úúúú0

1
360


2

360


359
360

× 2π。迭代次数D设置为 8，

并且仰角φ迭代误差阈值Dφ= 0.001，方向角 θ迭

代误差阈值Dθ= 0.001。仿真结果不同方法在不同

信噪比下对于仰角φ的估计如图2所示，不同方法

在不同信噪比下对于方位角θ的估计如图3所示。

根据图2和图3，本文提出的4种方法对于仰

角φ和方向角θ的估计均优于MUSIC算法。通过

比较RG方法和RR方法、UG方法和UR方法的

标准角度误差，可以看出，采用Riemannian距离

的估计方法在准确性上明显优于采用Golub距离

的方法，并且这种优势随着信噪比的提升而逐渐

扩大。此外，RG方法和UG方法估计的角度误差

相似，RR 方法和 UR 方法的误差也呈现相近趋

势，表明采用SVD技术的导向子空间估计与基于

协方差矩阵的导向子空间估计在性能上基本一

致。综上所述，RR方法和UR方法对于AOA估

计最为准确，较 MUSIC 算法有超过 16 dB 的

增益。
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图 2　不同方法在不同信噪比下对于仰角φ的估计
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图3　不同方法在不同信噪比下对于方位角θ的估计
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在上述实验的基础上，为评估不同迭代次数

对于AOA估计的影响，选取效果最佳的RR方法

作为研究对象。此次实验将迭代次数D设置为{1,

2,3,4,5}，其他条件保持与上述仿真实验一致。仿

真结果RR方法在不同迭代次数下对于仰角 φ的

估计如图4所示，RR方法在不同迭代次数对于方

位角θ的估计如图5所示。

从图4和图5可以看出，在信噪比小于-6 dB

的情况下，进行 2 次迭代与 3 次及以上迭代的

AOA估计误差几乎相同；在信噪比大于-6 dB的

情况下，随着信噪比的增大，迭代 2次与 3次及

以上的AOA估计误差逐渐拉开差距。因此，综

上所述，在低信噪比条件下，2次迭代即可实现

对AOA的精确估计；在高信噪比条件下，为了

追求高效，建议将迭代次数设置为 3次；若更注

重角度估计的准确性，则可以考虑将迭代次数增

加至4次。

为探究天线数量对于RR方法在AOA估计误

差的影响，设置迭代次数D为 5，天线数量M为

{6,12,18}，其他条件保持与前述仿真实验一致。

仿真结果RR方法在不同天线数下对于仰角 φ的

估计如图6所示，RR方法在不同天线数下对于方

位角θ的估计如图7所示。

从图6和图7可见，RR方法的标准角度误差

随着天线数的增加而显著降低，从而提高了波达

角（AOA）估计的准确性。同时，在迭代次数固
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图4　RR方法在不同迭代次数下对于仰角φ的估计
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图5　RR方法在不同迭代次数对于方位角θ的估计
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图6　RR方法在不同天线数下对于仰角φ的估计
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图7　RR方法在不同天线数下对于方位角θ的估计
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定为 5的情况下，天线数M=18相较于M=6有超

过 16 dB的增益，而M=12相较于M=6则有超过

12 dB的增益。

4.1.2　基于MUSIC峰值范围的迭代改进算法

根据前述仿真结果，本文提出的子空间逼

近迭代算法中，RR 方法和 UR 方法在波达角估

计方面效果最佳。因此，基于这两种方法进行

进一步研究。本研究将基于 MUSIC 峰值范围的

迭代改进算法分为两大类，其中采用RR方法的

迭代算法命名为 MRR 方法，采用 UR 方法的迭

代算法命名为MUR方法。

假设接收天线数M=6，路径数N=3，迭代次

数D设置为8，MUSIC峰值范围Q=20，其他条件

保持与前述仿真实验一致。比较 MUSIC 算法、

子空间逼近迭代算法以及基于MUSIC峰值范围

的迭代改进算法这 3种方法的性能。仿真结果不

同方法在不同信噪比下对于仰角 φ的估计如图 8

所示，不同方法在不同信噪比下对于方位角 θ的

估计如图9所示。

从图 8和图 9可以看出，基于MUSIC峰值范

围的迭代改进算法在性能上显著优于传统的

MUSIC 算法。此外，通过比较 RR 方法和 MRR

方法，以及 UR 方法和 MUR 方法，发现基于

MUSIC峰值范围的迭代改进算法在AOA估计的

准确性与子空间逼近迭代算法相近。因此，基于

MUSIC峰值范围的迭代改进算法不但降低了计算

复杂度和时间复杂度，还保证了AOA估计的准

确率。以MRR方法为例，其相较于MUSIC算法

有超过17.5 dB的增益。

为探究MUSIC峰值范围的最佳取值，在上

述实验的基础上，以MRR方法为研究对象，将

MUSIC峰值范围Q设置为{10,20,50,80}，其他条

件保持与前述仿真实验一致。仿真结果MRR方

法在不同峰值范围下对于仰角φ的估计如图10所

示，MRR方法在不同峰值范围下对于方位角θ的

估计如图11所示。

从图 10 和图 11 可以看出，在相同条件下，

当信噪比大于-6 dB 时，MUSIC 峰值范围 Q=20

的时候，仰角φ和方向角 θ标准角度误差均为最

低；而在信噪比小于-6 dB时，MUSIC峰值范围

Q=50时的仰角φ和方向角θ标准角度误差均为最

低，但与Q=20的结果角度误差相差不大。具体

地，当SNR为-10 dB时，MRR方法中，MUSIC

峰值范围Q=20的仰角φ标准角度误差 εφ » 0.145、

方向角θ标准角度误差 εθ » 0.151；MUSIC峰值范

围 Q=50 的仰角 φ标准角度误差 εφ » 0.134、方向

角 θ标准角度误差 εθ » 0.136。因此，在实际应用
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图9　不同方法在不同信噪比下对于方位角θ的估计
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图8　不同方法在不同信噪比下对于仰角φ的估计
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中，对于 MRR 方法和 MUR 方法，将 MUSIC 峰

值范围Q设置为20最合适；在低信噪比（信噪比

小于-6 dB）的情况下，追求更高的准确率，则

MUSIC峰值范围Q可设置为50。

为了比较MRR方法对于相等阵元数量的规

则阵列与非规则阵列角度估计的影响，规则阵列

以均匀圆阵为例，设置其阵元半径 r为波长λ的一

半；非规则阵列以上述仿真采用的任意阵列为

例，同等条件设置天线阵元范围参数 xmÎ(-rr)，

ymÎ(-rr)，zmÎ(-rr)，单位为 m。且 MUSIC 峰

值范围Q设置为20，其他条件保持与前述仿真实

验一致。仿真结果MRR方法在规则阵列与不规

则阵列下对于仰角 φ的估计如图 12所示，MRR

方法在规则阵列与不规则阵列下对于方位角 θ的

估计如图13所示。

从图 12 和图 13 可以看出，在相同条件下，

MRR 方法在应用于规则阵列和非规则阵列时，

对于角度估计的误差表现大致相同。这表明

MRR方法应用于非规则阵列可以取得相同于规

则阵列的效果，该方法具有广泛的适用性，不局

限于特定的天线阵列结构。MRR方法可以应用

于任意结构的天线阵列的验证，表明该方法可以

解决许多物理和工程上对于天线排布约束的

限制。
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图10　MRR方法在不同峰值范围下对于仰角φ的估计
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图11　MRR方法在不同峰值范围下对于方位角θ的估计
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图12　MRR方法在规则阵列与不规则阵列下对于仰角φ的估计
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图13　MRR方法在规则阵列与不规则阵列下

对于方位角θ的估计
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5　结束语

本文针对于任意结构阵列的波达角估计，提

出了子空间逼近迭代算法，该算法采用二维迭代

搜索，通过估计子空间逼近导向子空间的方式，

使得估计角度逐渐趋近于真实角度，相较于

MUSIC算法，搜索精度更高且弥补了其局部搜索

导致的误差。此外，还引入了两种导向子空间估

计方法以及两种空间距离定义，形成了UR方法、

UG方法、RR方法、RG方法4种新方法，这些方

法均优于传统的MUSIC算法，尤其是UR方法和

RR方法。在此基础上，为降低时间复杂度和算

法复杂度，进一步提出了基于MUSIC峰值范围

的迭代改进算法，合理选择 MUSIC 峰值范围，

将性能最佳的 UR 方法和 RR 方法分别改进为

MUR方法和MRR方法。
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